5 Funkce

Moji neptatelé jsou hloupi pseudovédci, kteti se slepé
drzi Aristotela a které véda zajima jen proto, aby dobfte
vypadali v taldrech a m¢li za to dobry plat. Kdyby zil
Aristoteles dnes, byl by prvni, kdo by se obratil proti

zaslepenctim, ktefi stoji na jeho slovech.
(Galileo Galilei)

5.1 Zakladni pojmy

V kpt. 1. jsme mluvili o zobrazeni mezi mnozinami A,B. Pfipomenime, ze se jedna
o libovolny predpis, ktery kazdému prvku a € 4 prifadi nejvySe jeden prvek be B.
Jsou-li A4, B c¢iselné mnoziny, nazyvame toto zobrazeni funkei (zobrazeni jsme v 1. kapitole
oznacovali velkym F', funkci oznaCujeme vétSinou malymi pismeny f,g,h,..). Ve
sttedoSkolské matematice pfitom pracujeme s tzv. redlnou funkci jedné redlné proménné (tj.
AcR,BcR — jde o zobrazeni v mnozin¢ vSech redlnych Cd&isel, ¢isla komplexni
neuvazujeme). Je-li ¢islu x € 4 funkci f pfitazeno Cislo y € B, piSeme [x, y] € f nebo
Castéji y = f(x). Cislo x nazyvame vzor — proménna (podrobnéji nezavisle proménna),
Cislo y obraz — funkéni hodnota (popt. zavisle proménna). Mnozinu vSech vzord nazyvame
definiénim oborem — ozn. D(f), mnozinu vSech obrazii oborem hodnot funkce f — ozn.
H(f). Dvé funkce f;f, jsou si navzajem rovny pravé tehdy, kdyZ se rovnaji jejich

defini¢ni obory [tj. D(f,) = D(f,) ] apro kazdé x e D(f,)=D(f,) je f,(x)= f,(x).

Funkce slouzi k matematickému vyjadieni zavislosti dvou veli¢in. Tyto zavislosti (funkce)
muizeme vyjadfit tabulkou, rovnici nebo grafem. Diive nez piejdeme k nékterym ptikladim,
zopakujme nékteré dilezité pojmy:

Pravouhlou soustavou souradnic v roviné rozumime dvojici navzajem kolmych ¢iselnych
os. Jejich prusecik nazyvame poéatkem souradné soustavy (znac¢ime obvykle O). Ciselné osy
nazyvame souiadnymi osami a zna¢ime obvykle x, y, pfi¢emz osa x je obvykle vodorovna

orientovana zleva doprava, osa y svisld orientovana zdola

nahoru. Soufadnou soustavu, kde velikost jednotek na g
obou osach bude stejnd, budeme znacit <O, X, y> a nazyvat 77 ; 7
kartézskou souradnou soustavou (podle francouzského
filozofa a matematika René Descarta — lat. Cartesianus). ] x
Soufadné osy rozdéli rovinu na Cctyfi pravé uhly — Wi v
kvadranty. Ty cislujeme vétSinou fimskymi cislicemi.
Prvni kvadrant je ohrani¢en kladnymi poloosami, dalsi
nasleduji vkladném sméru — proti sméru chodu souiadnd soustava, kvadranty
hodinovych rucicek. y X

. _ 2 _ .
Souradnice bodu v roviné: Kazdému bodu L v roving L, = [J’o] ””””” b L= [xoaJ’o]
s kartézskou soustavou <O, X, y> pfifad'me uspotfadanou 1 k,

dvojici ¢isel [x,,y,] takto: ¢islo x, je souradnice paty ;

o' 1 [=[x] *

L, kolmice spusténé zbodu L na osu x, Cislo y, je 5 .
souradnice bodu

soufadnice paty L, kolmice spusténé z bodu L na osu
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¥ (soufadnice bodu na ptimce — viz kpt. 2.4.). Naopak kazdé usporadané dvojici [x,,y,]
realnych cisel pfitadime bod L takto: Sestrojime body L, =[x,]ex, L, =[y,] €y, z bodu
L, vzty¢ime kolmici /, na osu x, z L, kolmici /, na osu y. Bod L najdeme pak jako
prusecik téchto kolmic, tj. L el N1,. Rikame, 7e bod L ma v soustavé <O,x, y> soufadnice

[X,,V,], piSeme L =[x,,,].

1. Priklad: Automobil md v nadrzi 40 litrG benzinu a spotfebuje 8 litrt na 100 km.
Vyjadiete mnozstvi benzinu v nadrzi jako funkci ujeté vzdalenosti.

Reseni: Zde mnozstvi benzinu v nadrzi zavisi na ujeté vzdalenosti, proto je ujetd vzdalenost
nezéavisle proménnd (x ), mnozstvi benzinu v nadrzi je pak zavisle proménna (y ). S danym
mnozstvim paliva ujedeme maximalné 500 km, definicnim oborem je tedy mnozina
D(f) =(0;500), mnozstvi paliva v nadrzi miize nabyt hodnot H(f) = (0;40).

Tabulka zachycuje nekteré hodnoty nezavisle a zavisle proménné, napf:

X 0 100 200 300 400 500
y 40 32 24 16 8 0
Rovnice
y=40-0,08x

Graf: Grafem funkce rozumime mnozinu vSech bodl roviny, jejichz soufadnice vyhovuji jeji
rovnici
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5.2 Vlastnosti funkci

Licha funkce —Vx € D(f): f(—x) =—f(x) Suda funkce —Vx € D(f): f(—x) = f(x)
graf je soumérny podle pocatku soustavy graf je soumérny podle osy y, napiiklad:
soufadnic, naptiklad:

X E
’ f3y=§;
e D(f)=F; -
f'y_Z’ H(f):<0;oo).
D(f)=R; 1
H(f)=R;

K tomu, aby pro kazdé x € D(f) mohlo platit f(—x)=—-f(x), resp. f(—x)= f(x), musi ob¢
funkéni hodnoty f(—x); f(x) existovat. Pro lichou i sudou funkci musi tedy byt

[x e D(f )] = [—x e D(f )] . Samotny defini¢ni obor liché resp. sudé funkce je soumérny
podle pocatku, resp. podle osy y.

Je-li I < D(f) interval, pak funkce f(x) je na tomto intervalu klesajici — pokud s rostou-
2
cim x klesd y, rostouci —pokud s rostoucim x roste také y (napft. funkce g:y zg je

na [= (— oo;0> klesajici, na [ :<0;oo) rostouci), monotonni — je funkce, ktera je bud’ ros-
touci nebo klesajici, nerostouci — pokud s rostoucim x neroste y, neklesajici — pokud
s rostoucim x neklesa y.

nerostouci : neklesajici :
riv=1(el-v) riv=g(0=12)
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5.3 Elementarni funkce

Prima amérnost: Linearni funkce:

Je kazda funkce na R definovana rovnici Je kazda funkce na R dana rovnici
f:y=k-x; ke R—{0}. Grafem ptimé fiy=k-x+q; k;qgeR.V ptipadé¢ k=0
umeérnosti je piimka prochazejici dostaneme funkci konstantni.

pocatkem. Grafem linedrni funkce je pfimka, kterd je

rtiznobézna s osou y.

=]

Neprima umérnost: Kvadraticka funkce:
Je kazda funkce definovana rovnici Je kazda funkce definovana rovnici
) . .
f:yzﬁ;keR; D(f)=H(f)=R—{0} f:y=x".Grafem je parabola. D(f)=R;
X H(f)=(0;0)

Grafem je rovnoosa hyperbola (ptfipojen
grafpro k =1).
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1. Priklad: Z pole o vyméie 16 hektart se sklidilo 368 t cukrovky. Kolik tun by se sklidilo
z 22 hektara, predpoklddame-li stejny hektarovy vynos?

ReSeni:
a) Cim vétsi plochu osejeme, tim vice cukrovky sklidime. MnoZstvi cukrovky y je tedy

primo umérné oseté plose x, tedy y =k-x. Vime, ze pro x =16 je y =368, pro konstantu
y _363

X
Z 22 hektarti by se sklidilo tedy 506 tun cukrovky.

k tmérnosti dostavame k = =23 .Pro x =22 dostavame y =k -x=23-22=506.

Toto feSeni je tzv. FeSeni pfechodem pres jednotku (konstanta imérnosti zde ma vyznam
hektarového vynosu, tj. mnoZstvi cukrovky sklizeného z jednoho hektaru). Ulohu vSak
muzeme fesit také trojclenkou, tj. rovnosti dvou poméri:

b) T T3 SO 368 t
2208 e, Xt

x 22 22.368

=X =506.
368 16 16

2. Priklad: Kniha mé 126 stran po 40 fadcich. Kolik stran bude mit v novém vydéni, bude-li
na strance 36 stejné dlouhych radka?

ReSeni:

a) Cim kratsi budou stranky, tim jich bude vice. Poet stran y je tedy nepiimo umérny
jejich délce x, tedy y = % . Vime, Ze pro x =40 je y =126, pro konstantu k£ imérnosti

dostdvame k=x-y=40-126 =5 040 . Pro x =36 dostdvame y=kz%:140.
X

Nové vydani bude tedy mit 140 stran.

I toto feSeni je pfechodem pies jednotku. Konstanta umérnosti v tomto piipadé vyjadiuje
pocet fadkl knihy, tedy pocet stran v ptipad¢€, ze na kazdé z nich by byl jediny fadek. Také
nepiimou umérnost mizeme fesit troj¢lenkou:

b) 40 Fadkl ...oveeiieiieie 126 stran T
RICE :T¢ 1 00 H X stran

x 40 _40-126

—=—=x =140
126 36 36

Procenta a promile:

Specialni Glohy na pfimou imérnost jsou ulohy na procenta a promile. Procento je jedna
setina, promile pak jedna tisicina celku (zékladu). V téchto ulohach se voli realné ¢islo z jako
zaklad (100%, popt. 1000%o), pocet procent, popi. promile p a pfislusna ¢ast zakladu ¢ .
Na nizsich stupnich jsme rozliSovali tfi typy uloh na procenta: urcovani zékladu, urCovani
poctu procent a urcovani ¢asti zakladu (procentové ¢asti). VSechny tyto ulohy jsou vsak
ulohami na pfimou umérnost — ¢im vétsi je pocet procent, tim veétsi je procentova Cast.
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3. Priklad: Chceme ziskat 150 g pétiprocentiho roztoku soli ve vodé. Kolik vody a kolik soli
potiebujeme?

ReSeni: Uréime napt. mnozstvi vody, mnoZstvi soli pak snadno dopogitame. Pétiprocentni
roztok obsahuje 95% vody a 5% soli: Pro vodu tedy mame:

T 100 %0 .ceeeiieiciieiieicicne 150 g
95 Y0 e Xg
x 95 ~95-150

S = = =142,5
150~ 100 100

K ziskani ptfedepsaného roztoku budeme potiebovat 142,5 g vody a 7,5 g soli.

4. Priklad: V kolika gramech vody je tieba rozpustit 18 g soli, mame-li ziskat devitiprocentni
roztok?
ReSeni: 18 g soli tvoii 9% roztoku, hledané mnozstvi vody pak zbylych 91%:

9 %0 i, 18¢g
91 Y0, Xg
x ot I8 e
18 9

K ziskani pfedepsaného roztoku budeme potiebovat 182 g vody.
5.4 Funkce prosta a inverzni

V kpt. 1 jsme hovotili o prostém zobrazeni. Pojmem funkce oznacujeme specidlni zobrazeni,
kde defini¢cnim oborem i oborem hodnot jsou ¢iselné mnoziny. Tedy: Zobrazeni F (funkce
f) je prosté (prostd) prave

tehdy, kdyz kazdy prvek y jeho
(Jejiho) oboru hodnot H(F)
[H()] je obrazem pravé
2| jednoho prvku x jeho (jejiho)
defini¢niho oboru D(F)
[D(f)]. U funkci pouzivane

vétSinou nasledujici ekvivalentni
(rovnocennou) definici:

Funkce f je prosta pravée tehdy,
kdyz pro kazdé x;;x,eD(f);
- x #x, plati f(x)# f(x,).

Funkce prosta a monotonni:
2 | Casto se setkivame s nazorem,
ze funkce monotonni a prosta je
jedno a totéz. To ovSem neni
3 | pravda, jak se presvédCime
nasledujicim ptikladem:
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1. Priklad: Sestrojme graf funkce definované takto:

);13 prox <0
fiy=9",

X
— prox=>0
4 p

Tato funkce je prostd, nebot kazda dvé riznd x;;x, maji skutecné dvé rizné funkcni
hodnoty f(x,); f(x,). Neni vS§ak monotonni, nebot’ na intervalu (—o0;0) klesa, kdeZto na
intervalu (0;0) roste (viz graf na pfedchozi strang).

Kazda monotonni funkce je prosta, ale tuto vétu nelze obratit — ne kazda prosta funkce je
monotonni. Monotonnost funkce je podminka dostacujici k tomu, aby funkce byla prosta, ale
neni to podminka nutna.

Inverzni funkce: Méjme funkci f:y = f(x) s definiénim oborem D(f) a oborem hodnot
H(f). Tato funkce prifazuje kazdému vzoru x € D(f) pravé jeden obraz y e H(f), pro

ktery je y= f(x). Sestrojme predpis (oznaéme ho f'), ktery naopak kazdému obrazu
y e H(f) ptitadi vzor x € D(f) tak, ze x= f"'(»). Jestlize je ptivodni funkce f prosta,
pak piedpis /' je opét funkei, tj. kazdému y € H(f) piifazuje pravé jedno x € D(f). Tuto
funkci pak nazyvame funkci inverzni k funkci f. Méme v kartézské soustave <0,x, y>
sestrojen graf prosté funkce y = f(x). Uvazujme kartézskou souradnou soustavu <O, y',x'>
tymz pocatkem, kde kladna poloosa x' splyne s kladnou poloosou y a kladna poloosa y'
splyne s kladnou poloosou x. Pak graf funkce y= f(x) v soustavé <O,x, y> splyne s
grafem funkce x = f'(y) v soustavé <0, y',x'). Vétsinou viak sestrojujeme graf funkce f~'
v puvodni soustave (O, X, y>, coz odpovida vzajemné zdméné proménnych x;y. Funkéni
predpis x = f'(») pak piejde na tvar y= f'(x). Pro funkci /' inverzni k funkci f pak
plati:

Defini¢ni obor funkce f se rovna oboru hodnot funkce /', tj. D(f)=H(f").

Obor hodnot funkce f se rovna definiénimu oboru funkce ', tj. H(f)=D(f™).

Prokazdé xe D(f)=H(f ') akazdé ye H(f)=D(f ) je y=f(x)< [ :x=f(p).
Grafy funkci f; /' sestrojené v téze kartézské soufadné soustavé jsou soumérné sdruzené
podle pfimky y =x (osy . a III. kvadrantu).

2. Priklad: Sestrojme funkci inverzni k funkci z pfedchoziho piikladu.

Reseni: Protoze funkce f je prosta, mizeme inverzni funkei sestrojit. Funkce je definovana

na mnoziné D(f) = (—0;0)U(0;0) =R . Pro x € (—o0;0) je 4x° € (-x;0), pro x e (0;0)
3

je % €(0;0). Oborem hodnot funkce f je mnozina H(f)=(-0;0)U(0;0)=R. Pro

inverzni funkci /' tak mame: D(f ) =H(f)=R, H(f)=D(f)=R.

Funkéni predpis funkce /' ziskdme zdménou proménnych ve funkénim piedpisu funkce f .
Pro x € (—»;0) tedy mame
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/- ¢X=ig=>y3 =£=>y=§/E
y X

X
pro x € (0;o) je

3
! :)Cz)}7:>y3 =4x = y=R/4x
Graf funkce f~' je soumémy s gra-
fem funkce f podle pfimky y=ux
(na obrazku vlevo je graf funkce f
sestrojen svétlejsi barvou).
Ziejmé& pod dojmem predstavy, Ze u
inverzni funkce je ,,v§echno naopak®,
studenti Casto tvrdi, ze pokud funkce

f klesa, funkce f~' roste a naopak.
Ovsem tak tomu neni. Jak je patrné uz
z pohledu na pfipojeny obrazek, na
intervalu  (—0;0) obé  funkce
soucasn¢ klesaji a na (0;0) obé
soucasné rostou. Plati véty:

Funkce /' klesa pravé tehdy, kdyz klesa funkce f .
Funkce f~' roste pravé tehdy, kdyZ roste funkce f .

3. Priklad: Sestrojme inverzni funkci k funkci f:y = x”.

Reseni: Dana funkce je definovana na celé mnozing R , na celém defini¢nim oboru viak neni
prosta, nebot’ napt. f(-2) = f(2) =4. Pokud tedy chceme inverzni funkci sestrojit, je tieba

defini¢ni obor zhzit tak, aby na tomto zaZzeném oboru funkce byla prostd. Funkce f:y =x’
na intervalu (—o0;0) klesa, na (0;0) roste, na téchto intervalech je tedy prostad. Lze tedy

sestrojit inverzni funkci ke dvéma riznym funkcim, a to k funkci f; : y = x*; D(f;) = (—0;0)

ak funkci £, :y=x>;D(f,) = (0;0).

£
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Pro funkci f,:y=x";D(f,)=(-0o0;0) mame H(f,)=(0;0). Funkéni predpis funkce k ni
inverzni je f':x=)" a je tieba vyjadtit y. Pro ¢islo y fesime tedy kvadratickou rovnici
s parametrem x, kterd ma obecné dva rizné realné kofeny y = +x . Musime si oviem
uvédomit, ze xe D(f, )= H(f;)=(0;0), tj. ¢islo x je nezdporné); ye H(f,')=D(f,) =
=(—o0;0) — ¢islo y je oviem zdporné (rovnici y* = x fe§ime na intervalu y e (—0;0)). V

tom ptipad¢ ovsem vyhovuje pouze jedno feSeni, ato y = —Jx . Je tedy £, :y= —Jx.

Pro funkei f,:y=x";D(f,)=(0;0) je opét H(f,)=(0;00). Funkéni piedpis funkce f,"
opét vychazi z predpisu f,' :x =y, tentokrat oviem je x € D(f,')=H(f,)=(0;0) (x je
opét kladné), ale y € H(f, ') = D(f,) =(0;0) (y je tentokrat kladné), je tedy f," :y = Jx.

5.5 Funkce exponencialni a logaritmicka

Exponencialni funkce: Je funkce urCena rovnici f:y=a"; kde a>0; a=#1. Podminka
a >0 je nutna k tomu, aby mocnina byla definovana pro kazdé redlné x, tj. D(f)=R. Pro

a =1 by se jednalo o konstantni funkci f :y =1. Oborem hodnot je H(f)=(0;0).

1. Piiklad: Sestrojme grafy funkei f,: y=2%; f, 1y = (l) .

2
fiiy=2":
x S | 4 | 3 ] 2 ] 1] 0 | 2 | 3
L] 1 I 1 1
v 2= = 2 | 2 | 2 |2=t | 2 | 4 | o8
216 | 8 | 4 | 2
lx
ror=(3)
x s 4 | 3] 2] 0] o] 1273
Ly 16 | 8 4 | 2 |1 Ll e
r ) -2 i A

Exponencialni funkci o zékladu a =10, tj. y=10", nazyvame dekadickou exponencialni
funkei. Zvlasté dilezitd je exponencidlni funkce y=e¢" [y =exp(x)], jejimz zadkladem je
Cislo a =e=2.718 281... (Eulerovo ¢islo).

Logaritmicka funkce: Exponencialni funkce y =a" je monotonni na celém svém defini¢nim
oboru, a to pro a € (0;1) klesajici, pro a €(1;00) rostouci. Je tedy mozno k ni sestrojit funkci
inverzni: f':x=a"; kde a>0; a=#1. Protoze D(f)=R; H(f)=(0;o), je
D(fNY=H(f)=(0;0); H(f")=D(f)=R. Tato funkce piifazuje kazdému xe(0;0)
¢islo y € R, na kter¢ je tfeba umocnit dany zaklad a, abychom obdrzeli hodnotu nezavisle
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yv=log, x
yv=log, x

proménné x. Tato funkce se nazyva logaritmickd funkce se zadkladem a, znac¢ime ji log, .
Misto /' :x=a’ tedy piSeme f':y=log, x.Pro a =10 piSeme misto log,, x v&tSinou jen
logx (dekadicky logaritmus), pro a=e=2,718 281... piSeme misto log, x vétSinou Inx
nebo lg x (pfirozeny logaritmus).

Vlastnosti logaritmické funkce: je monotonni, tudiz prosta, tj. pro kazdé x, #x, je

log, x, #log, x,; pro a e (0;1) je klesajici, pro a € (1;0) je rostouci .
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Plati napf. log;,5=1, mnebot 5'=5; log;25=2 nebot 5° =25;

1 1 1 1
log.—=-1, nebot 5'=—; log.—=-2 nebot 5°=—;
5 5 35 25
logl0=1, nebot 10'=10; logl00=2 nebot 10° =100;

logL=—l, nebot’ 10™' =L; logL=—2 nebot’ 10~ =L;
10 10 100

100
1 - 1 -2
lOg1 5=—1, nebot’ (—j =5; logl 25=-2 nebot (_j =25;
1 2
log, lzl’ nebot’ (lj 1 ; log L 2 nebot’ (lj =L;
52 5/5 525 5) 25

0
log,1=logl=1log,1=0, nebot 50210°:(§j =1.

5
Pro kazdé X e R akazdé A< (0;1)U(1;) je

[x = =],

log, x . log, ¥ log, x log, ¥

Je-li tedy napt. x=a""; y=a™", pak x-y=a""-a a podle pravidel o pocitani

log, x+log, y

smocninami je x-y=a Polozime-li vSak nyni x-y=X; a=4;

log, x +log, y =Y, je podle pfedchoziho ramecku:

=[4] & =log[. ]
T T 17 7 ORI
:@<:> log, x +log, y :logm (x-y)] = [log,x+log, y=1log, (x-y)

Podobné bychom odvodili dalsi vlastnosti:

Necht a>0; a#1 a x;y >0 jsou libovolna kladna realna ¢isla. Pak

X

log,(x-y)=log, x+log, y; loga( jZlogax—logay; log, x"=r-log,x (reR)
y

Je-li r = l; kde n e N—-{0}, pak z posledniho vzorce dostdvame log, x = 1 log, x.
n n

Priklady:
Pro ptipustné hodnoty upravme pomoci vyse uvedenych pravidel:
1) log, 2x(x 1) =log, 2 +log, x +log, (x—1) =1+1log, x + log, (x —1)

5

2) log3(27—);_)3=log3 27+ 5log, x —3log,(x+5) =3+ 5log, x —3log,(x+5)
X+

(x+1)*

3) In =(x-DIn(x+1)—Inx
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4) log, [%ﬂl’Sj =log, 4 +log, 7 +3log, r —log, 3 =1+1log, 7 + 3log, r —log, 3

Naopak:

x° 16x?
=log,
x+2

=In[a"*(a-1)]

(3r*) - (4r’) - (6r)* B
(2r’)*
2 43 L4 4 9 4 2 A6 A4 A4 1T
=log3 46 e zlog3 232 =1log(2°-3°-r") =log6°r’

4 4
248 248

. oA/ E
8) 10gc+10gd+%logE—logS—%logp:long—Ezlog[ﬁ —J
\/p

S-Jp S

5) 2+2log, x—log,(x+2)=1log, 16+ log4

6) alna+In(a’ 1)~ In(a+1)—6lna = In = (a -1
a’(a+1)

7) 2log3r® +3log4r’ —4log2r’ +4log6r = log
g g

NereSené ulohy:

1) log(2x*1*) 2) log 24 )log/); 4) logilxJx+y 5) (log18—0.510g3)

4

6) 10g3+10ga+%(210gb+10gc) 7) log2z+0.5(log/—log2—logg)

Vysledky

1) log2+4logx+3logy 2) logx, +2logx, —logx, —4logx, 3) %logx%r%logy—logz 4)

%10gx+%10g(x+y) 5) log,ll—\/g§ 6) log(3a3/2bc) 7) log(h‘/i]

5.6 Exponencialni a logaritmické rovnice

Exponencidlni rovnice je kazda rovnice, ve které je neznama x € R v exponentu néjaké
mocniny. Nejjednodussi exponencialni rovnice jsou rovnice tvaru o’ =a*™ kde a>0;
a #1. Rovnaji-li se zdklady mocnin, musi se rovnat i jejich exponenty, tato rovnice je tedy
ekvivalentni s rovnici f(x) = g(x)— viz pt. 1. Dale jsou to rovnice nejriiznéjsich tvart, které
vSak lze upravami vyuzivajicimi vlastnosti mocnin prevést na predchozi ptipad (viz pt. 2 —5).

1. Priklad: 2. Priklad: 3. Priklad:
357105410 _ 3274432 pri-6x-25 _ 1632 30.2777 =817
B 33 ,33(2x—3) _ 346x-9)
x> +10x+10= x> +4x-2 Q¥ 6x25 _ 94 34325 —3) = 435 —5)
+3(2x-3)=43x—
6x=-12 x’—6x-2,5=4,5 7
x=-2 x1:7;x2:—1 XZE
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4. Priklad:

N N
z<

Il

mloo

(9%} (9%}

N

X, =4;x, =3

5. Priklad:
2x+3 . 3x+2 9x—2
67—)5 A 8x—1 = E
2x+3 . 3x+2
_A2(x-2)-1
277x .377x .23(x71) -

2(x+3)—(7—x)—3(x—1) . 3(x+2)—(7—x) — 32):—5
2—):—1 . 32)(—5 — 20 . 32)(—5 / . 32x—5
2—)(—1 — 20
-x—-1=0

x=-1

Déle jsou to rovnice tvaru a’® =5 | g #b. V nékterych piipadech je mozno tuto rovnici
upravit na tvar ¢’ = a’™ a fesit pfedchozim zpiisobem (viz pf. 6). Pokud ne, je tieba fesit
logaritmovanim (viz. pf. 7). Nasleduji opét rovnice nejriznéjSich tvarti, které lze na tvar
a’™ = b prevést a fesit logaritmovanim (viz pt. 8). Pozor! Logaritmovani rovnice nepatii
k ekvivalentnim upravdm. Soucasti tohoto feSeni je tedy zkouska. Nékteré exponencidlni
rovnice Ize substituci pfevést na rovnice algebraické (viz pt. 9).

6. Priklad: 7. Priklad Zkouska:
51—x — 7x—l / 7l—x 33x—2 — Sx log3 L — 3x _ 2 — 6 _ 2
57 =7 log, 3"* = log, 5* 3-log, >
. S 6—6+2log, 5
G- =1 (3x—2)log,3 =xlog, 5 log3L=m
35 =35° (3x—2)-1=xlog, 5 2log, 5 ’
1-x=0 3x—xlog,5=2 log, L=—"—
| 3-log, 5
X = x(3—log,5)=2 , log, P = xlog, 5
X=——— 2
_ log, P=—-log, 5
3—log,5 g; 3-log, 5 &;
log, L=1log,P=L=P
8. Priklad: 9. Priklad:
4x +3x+4 =4x+3 _3x+2 92),_12'9x+27:0
3x+4 + 3x+2 — 4x+3 _4x Subst, 9x _ y
33 +3)=4"4 -1 Yy =12y+27=0
90-3" =63-4" (y=-3)(»y-9=0
(i]x _83 n=3%y,=9
4 . 20 ze subst. 9" =y, = 9" =3=x, 1
3\ 7 2
4) 10 ze subst. 9* =y, = 9% =9=x, =1

x(log3—-log4) =log7—1logl0
‘o log7-1
log3—log4
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(chybéjici zkousky zde ponechame ¢tenati jako cviceni).

Logaritmické rovnice: jsou rovnice, v nichz se vyskytuji logaritmy vyrazi s neznamou

x € R. Nejjednodussi logaritmickou rovnici je rovnice log, x=5b, a>0,

azl, beR,

, v vy b v . v w7 , _
kterd ma feSeni x = a”. DalSi rovnice feSime obvykle upravou na tvar log, f(x) =log, g(x),

a pak fesime tzv. delogaritmovanim, tj. upravou na tvar f(x)= g(x). Casto Ize vhodnou

substituci prevést logaritmickou rovnici na rovnici algebraickou. Pozor! Ani delogaritmovani
rovnice neni ekvivalentni ipravou. Soucasti tohoto feseni je tedy zkouska.

Priklad 11:

2log(x —2) =log(14 —x)
log(x —2)* =log(14 — x)

(x-2)" =14—-x
¥ —4dx+4=14—-x
x> =3x-10=0

x =5
X, =-2

Priklad 12:

log (x¢*) =1

logx-logx =1
log” x =1
logx =+1
x, =10;x,=10""

Priklad 13:

(log x)*¢* =1
log x -log(log x) =log1
log x - log(log x) =0
logx, =0=x, =1
log(logx,) =0
logx, =1
x, =10

Zkouska

L(5)=2log(5-2)=2log3 =log3* =log9
P(5) =log(14—5) =1log9

L(5)=P(5)

L(=2)=2log(-2-2) = 2log(-4)

L(-2) neni definovana

X, =—2 neni korenem
mnozina reseni |K = {5}

Zkouska
L(10) =1og(10°*) =log10 =1
P(10)=1
L(10) = P(10)
L(10") = log| (10" | 2 10g(10™) " = log10 =1
P(107") =1
L0 =P(10™")

mnozina reseni

K = {10;—10}

Zkouska

L(1) = (log))*¢' =0°

L(1) neni definovana

x, =1 neni korenem

L(10) = (log10)*¢" =1' =1
P(D) =1

L(10)=P(0)

mnozina reseni |K = {10}
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Priklad 14: Zkouska

X8 10X =11/ X%
X2 +10x" = 11x"%"

X2l _11x8 +10=0

subst x** =y
Y —11y+10=0
y =Ly, =10
subst x,°*" =

log x, -log x, =logl
logx, =
x =1
subst x,°*® =10

log x, -logx, =log10

log’x, =1
logx, =%1
x, =10;x, =10

NereSené tilohy:

Vypoctéte:

1) log, 16 5) log, 16°

2) log, 125 6) log, 16’

3) log, 1024 7) log,,, 16
) 1

4) log, 16 8) log, 3

3

Reste rovnice:

17) 25" =625°
18) 8-2° " =16""
19) 9" .37 =27
20) V2 127 =37
21) 2x% _ 2x+\l/W
2

o (137 -(3)”
9 4

23) 47 = 6420

L) =1""+10-1""=1°+10-1"=11

P()=11

L(1) = P(1)

L(10)=10""+10-107"¢"" =10' +10-107" =11
P(10)=11

L(10) = P(10)

L(10™)=(107) =" £10-(107"y et
L(107)=10""D 410-10°7Y =10+41=11
P(107") =11

L(10™")=r(10™)

mnozina reseni |K = {1;10;107"}

9) log;% 13) logI%
10) log, L 14) log , 1
;16 8
11) log, L 15) loglogi
;16 10
12) log 5 1 16) log(—long
5 10
29) log, x=-2

30) log, 16 =4
31) log, x* =2
32) log, x* =2
33) 2logx =3—log5

x
34) 2log, x =4 -log, 35

35) log(3x” +1)—log(3 + x) = log(3x + 2)
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24) 5 = (¢x) 36) f’fg((’;—:;)) _

25) 3 . 4X + 9x+2 . 371 — 6 . 4x+1 _9x+1 A 2—1 37) 31+10gx — 81
2
SR N
26) [2-(2@3)2&}

=4 38) log(3x—1)—log(3x+1) =logl6
27) 3" +3" 4372 = 57 4 57 4 572 39) log, 4+1log 2=1
61

28) 5% -4 —47 .5 = —

40) 3¢ — 2" +4e=0
20

Vysledky:
D4 2)3 3)10 498 54 62 71 &1 91 1004 11)-2 12)2
13) neni definovan 14) neni definovan 15) neni definovan 16) 0 17) 4 18) 17

19)1.5 20)2 21)3.5 22)-025 23)35 24) L n-"Yn 25)-0.5 26)9 27)-1.7
28) 2 29) 025 30)2 31)2 32) x>0;x=1 33) 4200 34)25 351 36) -3
37) 1000 38) nemd reseni 39) 1  40) 4e

5.7 Obloukova mira a orientovany uhel

Vkpt. 1.4 jsme strucné uvedli stupnovou miru uhld, kterda vSak mnohdy nevyhovuje.
Uvedeme tedy i tzv. miru obloukovou. Jeji jednotkou je jeden radidn (rad). Pfed jeho definici
je vsak tieba uvést tzv. sttedovy uhel:

Uhel @ =<ASB, jehoz vrcholem je stfed kruznice a ramena prochézeji krajnimi body
oblouku AB , nazyvame stiedovy uhel piislusny tomuto oblouku.

Uhel ma velikost jednoho radianu pravé tehdy, kdyZ je shodny se stiedovym thlem
kruzZnice, jejiZ polomér je roven délce prisluSného oblouku.

Ma-li kruznice polomér » =1 (tzv. jednotkova kruznice), pak velikost uhlu v radianech je
¢iselné pfimo rovna délce pfislusného oblouku. Jednotka radian je ve ,,fyzikdlnim* slova
smyslu jednotkou bezrozmérnou (vznika jako ,,podil dvou délek*). V matematice se vétSinou
vynechéava a velikost uhlu se tak udava jen redlnym cislem. Také my budeme tuto jednotku
vyslovné zapisovat pouze vyjimecné. Budeme-li chtit zdiraznit, Ze velikost thlu « je zadana
v radianech, budeme psat arc a (,,arcus alfa®).

Pievod stupiit na radiany a naopak: Uvazujme jednotkovou kruznici. Ta ma délku / =27 .
Plny uhel ma tedy velikost 27 radianil. Zarovei je ziejmé, ze tento plny uhel je souctem Ctyt
pravych whld a ve stupiiové mife ma tedy velikost a”=4-90°=360". Je tedy
27 rad =360° . Velikost uhlu v radianech (oznaéme arc a) je ptimo umérné velikosti thlu

ve stupnich (ozna¢me a°): T 360" o T
ao ----------------------------------- arc a
0 N 0o _arca 3600:“0:1800-611”06!
a _arca 2r Vs
360" 2z o’ o
=arc a=—2r = |arc a = -
360 180
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Priklady:

0 0
1) arc 1° = fgéo =% ~0,017...rad 2) arc 18° = 71810% =% ~0,314...rad
0
3) arc 142°30' = arc 142,50° =%z 2,487...rad
0 0
4) 1 rad = 180°-1 _180 ~ 57,295 78" =57°17"45"
T T

Velikosti nékterych thli se ve vypoctech vyskytuji velmi Casto, proto je dobré si je rychle
uvédomit:

stupné 0° 30° | 45° | e0° | 90° | 180° | 270° | 360°
dia 0 V4 Vid V4 V4 RY/4 )
radaian - - - by T - T
Y 6 4 3 2 2

Orientovany uhel: Orientovanym tthlem v roviné rozumime uspotadanou dvojici polopiimek
se spole¢nym pocatkem. Prvni z polopfimek je pocateéni rameno, druha koncové rameno,
spole¢ny pocatek polopiimek pak vrchol orientovaného thlu. Orientovany thel 4VB budeme

znacit Zﬁ? .

Vzhledem k tomu, Ze rozliSujeme pocate¢ni a koncové rameno orientovaného uhlu, je
AVB + BVA.
Velikost orientovaného thlu AVB nazyvame kazdé redlné Cislo a+2krm; keZ
(v obloukové miie) popt. a’ +k-360°; k € Z (ve stuphové mite), kde a (popt. a”) uréime
takto:

a)Je-li VA=VB,je a =0 (popk. &’ =0")

b) Je-li VA#VB, je a (a") velikost neorientovaného thlu, ktery vznikne otaéenim

pocateCniho ramene VA do polohy koncového ramene VB, a to proti sméru chodu
hodinovych rucdi¢ek v obloukové (ve stupnové) mife. Smér proti sméru chodu hodinovych
rucicek povazujeme za kladny.

Velikost o (') nazyvame zékladni velikosti orientovaného thlu. Dalsi velikosti o +2k7x
(a’ +k-360°) si miizeme predstavit jako polohu koncového ramene VB po k otackach.

5.8 Goniometrické funkce

Uvazujme kartézskou soufadnou soustavu
M=[m;;my] <O;x1;x2> s pocatkem O. Oznaéme J obraz

=1 jedni¢ky na ose x,. Dale libovolny orientovany
hy= St X thel s vrcholem O, pocate¢nim ramenem OJ

X \ avelikosti xeR (v obloukové mife).

>

O m.=c osﬁx J X; Sestrojme jednotkovou kruZnici & (tj. kruZnici
7 < y <

o poloméru r=1) se sttedem v bod¢ O.

Oznaéme M =[m,;m,| prisecik této kruznice

s koncovym ramenem orientované¢ho thlu. Pro

kazdé x e R pak mizeme definovat funkci
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¥
» .
} y=sinx
\mz /
Y i I‘I I2 I3 Id I5 I X
>
>
1
sinus: sinx =m, prokazdé xeR; H(f)=(-11),
kosinus: cosx =m, prokazdé¢ xe R; H(f)=(-Ll).
Dale definujeme
sin x
tangens: tgx =
cosx

pro kazdé xeR—U{(2k+l)%}; H(f)=R,
keZ

COS X
kotangens: cotgx =

sin x
pro kazdé¢ x e R —| J{kz}; H(f)=R.

keZ

Ptimo z definice pro kazdé¢ x € R plyne:

lsin® x+ cos? x = 1|,
a tedy |sin x| = v1-cos” x ,
lcos x| =+1—sin’x .

Znaménka hodnot goniometrickych funkei

kvadrant I II I v
interval (O;Zj (Z ; ﬂj (7[;3—7[) (3—7[ ; 272')
2 2 2 2
sin x + + - —
COS X + - - +
tgx + - -
cotg x + — —
y
_\
0 1 4 3 4 I5 [ X
y=0co8sx
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Diilezité hodnoty goniometrickych funkei

A
6 4 3 2 2
sin x 0 1 Q ﬁ 1 0 -1 0
2 2 2
COS X 1 ﬁ Q 1 0 -1 0 1
2 2 2
tgx 0 ? 1 3 nedef 0 nedef 0
cotg x | nedef NCER ? 0 nedef 0 nedef

3

-4 -3 2 B [t} 1 2 4 4 R} 2
A
2
]
-4
y=igx

y=cofgx

Dale je
cotgx=c?sx: .1 :L pro kazdé xeR—U{kz}
sinx SInx  tgx i U2
COoS X
sin(x) = —cos (x + %) ;  cos(x)=sin (x + %)
Funkce sinus je lich4 sin x = —sin(—x)
kosinus suda cos X = cos(—x)
tangens licha tgx =—tg(—x)

kotangens licha  cotgx =-cotg(—x)

V zépisu dalsich vlastnosti budeme potiebovat dvé hodnoty nezavisle proménné. Abychom
nemuseli pouZzivat indexy (napf. pfi oznaceni x;;x,) nebo aby nedochdzelo k zaméné se
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zavisle proménnou (napf. pfi znaceni x;y), budeme argumenty goniometrickych funkci
oznacovat feckymi pismeny («, £...) tak, jak je to obvyklé v fadé¢ aplikaci.

Odvod’'me nékteré dalsi vlastnosti, které zname ze stiedni Skoly: V kapitole 7.2 zopakujeme,
7e pro skalarni souin dvou vektord w=(u;u,); v=(v;v,) plati: u-v=1ul-|vl-cosp=
=u,v, +u,v,. Specidlné pro vektory o soufadnicich u = (cosa;sina); v =(cos/f;sinf),
kter¢ maji jednotkovou velikost a které sviraji thel a—-f, pak dostavame
u-v=1-1-cos(ax — f) =cosacos f+sinasin f,

tedy cos(a — ff) =cosacos [ +sinasin

Dosadime-li za £ hodnotu —f, mame
cos[a —(—f)] = cos(a + f) = cosa cos(—f) + sinasin(—f3) .
Protoze cos(—/f) = cos f; sin(—f) = —sin(—f) , madme

cos(a + ) =cosacos f —sinasin S|.

Dale vyuZijeme vlastnosti sin(x) =—cos [x +%) pro x=a+ f:

sin(a+,6’)=—cos{(a+ﬂ)+%}:—cos{(aﬁg)ﬂﬁ} :—cos(a+ 2jcosﬂ+sm(a+ jsmﬂ

M T . : V4 )
Protoze vsak —cos(a +5) =sina a s1n(a +5) =cosa, je

|sin(a+ﬂ) = sinacosﬁ+cosasinﬂ|.

Dosadime-li za £ hodnotu —/f, mame
sin(a — ) =sinacos(—f) + cosasin(-f3),

tedy |sin((x — f) =sinacos f —cosasin ﬂ|

Sectéme vzorce pro sin(a + £) a sin(a — )
sin(a + f) + sin(a — f)=2sinacos f

a dosad'me % zao a—-— ﬂ za [
s1n( ’B a- ﬂ]+s1n( +ﬁ—a_ﬂj:2sina+ﬁcosa_ﬁ,
2 2 2 2 2 2
tedy sina+sinﬂ:2sina;ﬂcosa;ﬁ .
Podobné odectenim téchto vzorcii dostaneme
sina—sinﬂchosOH_ﬂsina_ﬂ .
2 2
Ze vzorct pro cos(a + f) a cos(a — f) podobné dostaneme:
cosa+cosﬂ=2cosa+'gcosa_ﬂ ;
2 2
cosa—cosﬂ:—Zsina;’Bsina;’B .

Polozime-li o = £, dostavdme ze vzorce pro sin(x + f):
sin(a + ) =sina cosa + cosasina ,
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tedy |sin2a = 25inacosa|.
Podobné ze vzorce pro cos(a + f)
cos(a + ) = cosacosa —sinasina

|lcos 2a = cos® a —sin’ ] .

, . a
Dosadime-li do vzorce pro cos2a za o hodnotu > dostaneme

cos[lgj =cosa = coszﬁ—sin22=1—25in2£,
2 2 2 2

l—si112g
2

. , 1—
tedy cosa=1-2sin? & = gin? £ = 27984
2 2 2

_l—cosa _I+cosa
2 2

v v (04 . (04
Kone¢né  cos’ 5= 1 —sin? 5= 1

Shriime tedy nejdilezitéjsi vztahy mezi funkcemi sinus a kosinus:

_ [I-cosa
21 N 2

sin2a = 2sina cosa

cos2a = cos” a —sin’ «

a+ﬂcosa—ﬂ

sin(a + f) =sina cos f +cosasin sina +sin B = 2sin
. . 2 2
cos(a + f) =cosacos f—sinasin S 3 5
. . a . a-—
sin(a — f) =sina cos f —cosasin sing —sin ff = 2cos sin >
cos(a — f) =cosacos B +sinasin a+f  a-p
cosa +cos ff =2cos cos
2 2
. a+p . a-
cosa —cos ff =—2sin ﬂsm 2'8

Priklady: Upravme vyrazy

1) cos® vsin®(—=v) — 2sin(=v) cos(—v) + 1 = cos” vsin(—v)sin(—v) + 2sinvcos v+ 1=

2 . . . 2 .2 . . 2
=c0s” v(—sinv)(—sinv) + 2sinvcosv+1=cos” vsin” v+ 2sinvcosv+1=(sinvcosv+1)

2 =—cos z=—7-—=1

sin’ z , cos’z+sin’z , l-cos’z
cos’ z . = =
cos’ z

2) (1+tg’z)cos’ z = [1 + >
cos” z cos” z

3) \/;7%: ;7%: I 2 +1=+/2sinxcosx+1 =

tg X + cotg x sinx | cosx sin” x + cos’ x
cosx sinx

sin xcos x

= \/ZSinxcosx+sin2 x+cos’x = \/(sinx+cosx)2 = |sin x + cos x|
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4) (sinb +cosh)’ + (sinb —cosb)’ =
=sin’ b+ 2sinbcosh + cos’ b+sin> b —2sinbcosb +cos’ b =2sin’b+2cos’ b =2

sind sind _ sind(l+cosd)+sind(1-cosd) _

l—cosd 1+cosd (1—cosd)(1+cosd)
_sind(l+cosd +1—cosd) 2sind 2
1—cos*d sind  sind
sin 2v 2sinvcosv 2sinvcosv  sinv
= < 2 2 2 <2 = 2 = :tgv
l1+cos2v  sin“v+cos v+cos v—sin~ v 2cos” v cosv
7 sinz+sin2z sinz +2sinzcosz _sinz(1+2cosz)

l+cosz+cos2z sin*z+cos’z+cosz+cos’z—sin’z  cosz+2cos’ z

_sinz(l+2cosz) sinz

= = th
cosz(l+2cosz) cosz

\/1—cosa\/1+cosa [1-cos’a  +1-cos’a
sin & cos & 2 2 = 4 = 2 _1lsine =ltga
8) 2 2 _ 1+cosa _l—COSCZ 2cosa cos 2cosa 2
cos? & —sin? & 2 2 2
2 2 , a sin x cos x 1 sin2x 1 1
lépe:  subst —=x:— —— == =—tg2x =—tga
cos” x—sin“x 2cos2x 2 2
cos(a + ) +cos(a— ) cosacos B —sinasin B+ cosacos f+sinasin f
cos(a+ f)—cos(e— ) cosacosf—sinasin f—cosacos f—sinasin
2
= M = —cotgacotgf
—2sinasin S
Nebo: subst. o+ B =x: a—fi=y: cos(a + f) +cos(a — f) _COsx+cosy _
cos(a+ f)—cos(ad— ) cosx—cosy
2005—x+ycosx_y cosa cos B
= 2+ 2_ =— —— = —cotgacotgf
ogin ¥ Y i XY —sinasin
2
10) sinx +sin3x+sinSx+sin7x _ (sin7x+sinx)+(sin5x +sin3x)

cosx +cos3x+cosSx+cos7x  (cos7x+cosx)+(cosSx+cos3x)

([ Tx+x Tx—x . [ 5x+3x 5x—3x
2sin cosS +2sin cos
_ 2 2 2 2 _
Tx+x Tx—x S5x+3x 5x—3x
2.¢os cos +2cos cos
2 2 2 2

sin4dxcos3x +sindxcosx  sin4x(cos3x+ cosx)
— = = tg4x
cos4xcos3x+cos4xcosx cos4x(cos3x+cosx)

o y A . L, . .. /2
Bez vypoctu ¢ uréeme hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkci, vime-li, ze ¢ € (ﬂ,;j :
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2
cost =—/ —sinzt:—,/l—(—gj :—,/l—i:— éz—ﬁ
3 9 9 3
_2
11) sint=-== tgt:ﬂzizi:ﬁ
cost 5 5 5
3
cotgt:L:ﬁ
tgr 2
L 1 1 5 _.. y y 3
12) tg¢r=0,8: Je zteym¢ cotgt =— =——=—. Piipomenme, ze t €| 7;— |.
tgr 0,8 4 2
Dale je tedy: tgr=0,8 cost =—J1—sin’¢
sint ~0.8 4\/5 2
cost cost =—|1— ETE
sint _0.8
\/I—Sil’lzf ’ COSt = — 1—16;‘.1
sin’ ¢ 4l
——=0,64 16
l—-sin" ¢ cost =—, [1——
sin’ = 0,64 —0,64sin’ ¢ 41
1,64sin’ ¢ = 0,64 cosf = — |16
., 0,64 41
sin“ t =——
1,64 cost =— 25
. 41
sin“t=— s 5
e [l6__4 a2l val
a0 Va4 54l
41
NereSené tlohy:
Upravte:
1) cos(—u)cosu —sinu sin(—u) 7) cos2u
2) sin® p sinu + cosu
1+cos p
1 1
—+ . 8 1+ cos 2t
I+tg"x  l+cotg x 1—sin2¢
4) sina —sinacos’ a cos &
r 1 9) — 2 (navod: subst. < = 2x)
lI-sinc 1+sinc 2

. a a
. : sin— + cos —
sin” f—sin" g 4 4

6
) cos’ f—cos’ g
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10 sin(a + f) +sin(a — f)
sin(a + f) —sin(a — f)
. . . . 12)
sin 2x + sin 4x + sin 6x + sin 8x . (37 . 3 .
11) sin| — —z |cos 7 —sin—sin(r + z)
cos2x + cos4x + cos 6x + cos8x 2 2

. 3rx RY/4 .
cos(7 + z)sin— + cos| — + z |Sin—
2 2 2

13) Bez vypoctu r urete hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkei, vite-li, ze

76[377[;272') :a) sinr=-0.4 b) cosr=025 ¢) tgr=-12 d) cotgr=—%

Vysledky:
1)1 2) 1-cosp 3) 1 4) sina 5) 22 6) —1 7) cosu-sinu 8) cotg’t 9)
cos” ¢
sin%+cos% 10) tgacotgf 11) tgsx 12) 1 13) a) cosr:%; tgr:—%;
V21 . N N ) V61
cotgr=——— D) smr:——s; tgr=—J15; cotgrz——5 c) smrz—ﬂ;
2 4 15 61
561 5 . 15 8 15
cosr=———j;cotgr=——d) sinr=——j3 cosr=—; tgr=——
61 6 17 17 8

5.9. Goniometrické rovnice

Goniometrickd rovnice je kazda rovnice, v niz se neznamé vyskytuje v goniometrickych
vyrazech. Nejjednodussi jsou rovnice tvaru sinx=a; cosx=a; tgx=a; cotgx=a.
Perioda sinu a kosinu je 27 . Ur¢ime tedy nejdiive vSechna feSeni na intervalu <O; 27) ake
kazdému teSeni piipojime periodu 2kr;k € 7Z . Perioda funkci tangens a kotangens je 7. U
téchto funkci uréime vSechna feseni na intervalu (0;7) a ke kazdému feseni pfipojime

periodu kr;keZ.
v

vr X . . L 1
1. Priklad: ReSme goniometrickou rovnici sinx = — 1

2 ir I
ReSeni: Uréime kofeny v intervalu (0;27), a to bud’ / p=1
"2

pomoci jednotkové kruznice (viz pfipojeny obrazek)
nebo pomoci grafu funkce sinus. Funkce sinus je \z/
smxz

sinx
. X 7
kladnda v 1. a II. kvadrantu, . X =£; [ >‘ 1 R
6 -1 I x
5 .
X, =T —X, =7z—%=?ﬂ. K obéma feSenim je tieba
ptipojit periodu, tj.
ju Hr. V.
X, =—+2kr; keZ, 7

X, =5—7[+2k7z; kel.
6

s X . . - 1
2. Priklad: ReSme goniometrickou rovnici cosx = 5

ReSeni: Opét uréime nejprve kofeny v intervalu (0;27). Hodnota funkce kosinus ma byt
zaporna. V tom piipadé je vyhodné vyjit z feSeni rovnice
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1 V4
cosa=—=>a=—,
2 3
které¢ zakreslime bud’ do jednotkové kruznice
nebo do grafu kosinu. Funkce kosinus je zédporna

ve II. a III. kvadrantu, cosx; = cos X,

tj. X, =T—-Q=T —% = 2?7[ (II. kvadrant) / X1
4r ]

FiA

L.
/

N a
a X,=r+a=r1w+ 175 (1II. kvadrant). x5 yﬁ
K obéma feSenim opét ptfipojime periodu, tj. x= zl = 21
2r
x,=—+2krm; ke,
b3 L W
4r -

X, =—+2kr; kel.
3
e y L, . ) Vs
Pozor! V pfijimacich testech se obcas objevuji rovnice typu sinx :E’ resp. Cosx =—rx
. . NV T
apod. Tyto rovnice studenti Casto zaménuji s rovnicemi s1n5 =x, resp. cos(—x)=x
I TITE RN v T
a uvadéji feSeni x =1, resp. x =—1 ( popf. x = By + 2kr , resp. x =—m +2kx ). Obor hodnot

b

funkce sinus ikosinus je H(f)=(-11) a % g(—1;1); —7r¢{(-1;1). Rovnice sinx =%

cosx = —x proto nemaji FeSeni.

V rovnicich typu sin f(x)=a; cosf(x)=a; tgf(x)=a; cotgf(x)=a zavadime
substituci f(x) =z, ¢imZ tyto rovnice pfevedeme na piedchozi ptipad.

3. Priklad: Re$me rovnici tg(4x—%j =-3.

Reseni: Zavedeme substituci 4x—%: z a feSime nejdfive rovnici tgz= 3. Jedli
tg a=13, pak v I. kvadrantu je azg. Funkce tangens ma periodu 7 a je zaporna ve
druhém kvadrantu. ,,Pfevodem* hodnoty a:§ do II. kvadrantu po vzoru ptedchozich
ptikladd a pfipojenim periody je z = 277[ + k. V pouzité substituci tedy je

4x—£=2—”+k7r
5 3

4x:2—ﬂ+£+k7z
3 5
4x=13—”+k7r
15
137 kx
X=——+—1:
30 4

104



wewvr

v rovnici vyskytuje vice goniometrickych funkci, ptevadime je na funkci jedinou.

4sin® x | oos 2x

4. Priklad: Re$me rovnici 5. P¥iklad: Re$me rovnici — > 2
. N ) sin2x  cos” x
sin” x—cos” x+sinx =0 v
< ReSeni:
Reseni: Asin? )
sin” x —cos” x +sinx =0 S x+cos2x:2
. . . sin2x cos” x
sin“x—1+sin" x+sinx=0 . ) .
. . 4sin” x cos“ x—sin” x
2sin’ x+sinx—1=0 _ + 5 =2
5 _ 2sinxcosx cos” x
t. sinx= . )
SH S2 =Y 2sin’ x +coszx_ sin® x s
2y"+y-1=0 sinxcosx cos’x cos’x
1 . 2 .3
y =—1y, :E' 2sin” xcosx —sin” x 1
sin xcos” x
.2 -3 . 2
Navratem k pouZité substituci se 2s1r.1 XCosx s.1n2x—sm;cc0s o
feSeni rozpadne na dva ptipady: 2sinxcosx —sin” x =cos” x
. RY/4 i = 2 in’
sinx, = —1=> x, = %4 2%z, sin2x =cos” x+sin” x
2 sin2x =1
i ! = x, =242k 4
sinx, = > X, = 5 T 2x=—+2krx
Sr
X, =—+2kr. T
6 x=—+krm.
4
NereSené tlohy:
Reste rovnice: 2 54 sin x ;
3 TN
1) cosx =-—= I-sinx
tgx+1
8 =2+\3
2) tgxz—x/§ )tgx—l
3 l—-cosx 1
3) cotgx=£ 9 =—
3 I+cosx 3
. r 10) 4cos’ x+4cosx—3=0
4)sin| 2x—— =1 ) . ) .
11) 2sin" x+sinx—1=0
. 7 12) cotg® x+4cos’x—3=0
5) sinx =sin— . .
6 13) sinx +sin2x =tg x
6) cos[ﬁ—zj:cosz—ﬂ- 14) 2sin® x + 2sinx —+/3sinx =3
3 15 5

Vysledky:

1) xlzs?ﬂ+2k7r;x2=7?ﬂ-+2k7r 2)x:2T”+k7z 3)x=§+k7z 4)x=5—ﬂ+k7r
5) x, =£+2k7z; X, =5—”+2k7r 6) x :3—7Z-+3kzr;x2 = 3kr 7 x, :7—ﬂ+2k7z;
6 6 10 2 6

x2=%+2kﬂ' 8) x=%+kﬂ' 9) x1:§+2k7z; xzzs?ﬂ+2k7r 10) x1=%+2k7z;

105



v, = okr 1) x, :%+2k7z;x2 =37”+2/m 12) x=%+%” 13) x, =%+2k7z;

X, =5—7r+2k7r; x, =kr 14) x =%+2k7z; X, =277[+2k7z; X, =377[+2k7r

5.10 Goniometricky tvar komplexnich ¢isel

V kpt. 2.5 jsme komplexni ¢isla zapisovali v tzv. l
.y . . Im
algebraickém tvaru, tj. ve tvaru z=a+bi.
Oznac¢me nyni ¢ orientovany uhel v Gaussove
roving, jehoz pocateCni rameno tvoti kladna b
poloosa Re, koncové rameno pak spojnice

obrazu &isla s po¢atkem. Pak je a =|zlcosg;

a=|Zlcos p 7= atbi

1zl .
. w1 oy . =|zlsin
b= |z|smgo a ¢islo z mlzeme psat ve tvaru b=\zlsin ¢

z=a+bi=|zlcosp+ilzlsing,

tj. z =|zl(cos @ +isin p)|. -
] [ Re

Tomuto zapisu fikdme goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Argument ¢ nazyvame

amplitudou komplexniho ¢isla z .
1. Priklad: Pfeved'me na goniometricky tvar: a) z = V3 +i b) z= J3-i ¢)z=1d) z=—i

a)z:\/§+i:
NE)

a:lzlcosgp:>c05(p:ﬁ:7 _ _ i
|Z|:V(\/§)2+12 :2, z :>¢:g:>Z:2(COSg+iSingj

: : b 1
b=lzlsinp = sinp = —=—
lzl 2
b) Z=\/§—i2

3

a
e P I 117 1r .. 1l
|zl = (\/5) +1° =2, b | :>(0=T:>Z=2 cos?+lsm?
sinp =—=——
T2

cosgo—i—l
¢) z=1:lzl=1; g = @=0=z=cos0+isin0
sin(p=m=0

a
___0
cosgo_|Z|_ 3

d) z=—i:lzZl=1; :(p:—:>2=cos3—ﬂ+isin3—ﬂ
2 2 2

sin¢=g=—1

. 7 .7
2. Priklad: Pfeved’'me na algebraicky tvar: a) z = 22 (COSTE +isin Tﬂj

b) z=3-(c0os210° +isin210°)
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a) Z—2\/_(COS—+ZSII1—) 2\/_(£—z£j:2—2i
(ﬁ+.1j 33 3.
2

b) z=3-(cos210° +isin210°) =3 -~

—_— =4 —]

2 2 2
Soucin dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru:

|zl|(cos¢)1 +isin¢)1)-|zz|(005(p2 +ising,) :|zl|-|zz|-(cosgz)1 +ising,)-(cos@, +ising,) =
= |zl|-|zz|-(cosgz)1 COS @, +isin g, cos @, +icos, sing, +i’ sing, sing,) =
= |zl| . |22 | [(cos ¢, cos @, —sin g, sin @, ) +i(sin ¢, cos @, + cos @, sing,)] =

= 2] |2 - [eos(@, + ¢,) + isin(p, +9,)]].

Podil dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru:

|z./(cos gy +ising) |z| (cosg, +ising))-(cosp, —ising,)

|22|(cosg02 +ising,) |zz| (cosg, +ising,)-(cos@, —ising,)

B |Zl| COS @, COS @, +iSIn @, COSP, —iCOSQ, sing, —i” sing, sinp,

|2, cos’ @, —i” sin” ¢,

|Z1 | (cos @, cos @, +sin @, sin (02) + z(sm @, COs @, —COs @, sin (02)

|zz| cos’ @, +sin’ @,

|Zl|

= m -[cos(@, —@,) +isin(p, —,)]|.
2

Specialnim pfipadem souc¢inu dvou komplexnich ¢isel je druhd mocnina komplexniho ¢isla:
= {|z| (cos @ +isin (0)}2 =z (cos2¢p +isin2¢).

Soucin dvou komplexnich ¢isel je mozno zobecnit na soucin n Cinitelti, podobné druhou
mocninu lze zobecnit na mocninu 7 - tou. Dostaneme tak tzv. Moiverovu vétu:

Z" = {|z| (cosg0+isin(0)}” =|z[" (cos nep + isin np)|.

n-ta komplexni odmocnina: » - tou odmocninu z komplexniho ¢isla a € C budeme znacit

((/Z )C , abychom ji odlisili od odmocniny z ¢isla realného.

Pro kazdé a € C, a=lal(cosa+isina); neN je z = (Q/Z)C, kde z =|zl(cos @ +ising),
pravé tehdy, kdyz z" = a, tedy:
|zI" (cos np + isin ngp) =lal(cosa + isin @) = lal[cos(a + 2kx) + isin(a + 2k7)]

Tato dvé komplexni ¢isla jsou si rovna pravé tehdy, rovnaji-li se jejich absolutni hodnoty
a amplitudy, tj.:

|z|"=|a|:>|z|=(4/;)(c; n(p=a+2k7r:>(p—ﬂ—a 2k s kel

n n n

pfi¢emZ pro k, =k, +n je

.(a 2k27[j .(a 2(k1+n)7zj .(a 2k, 7 j .(a 2k17rj
sin| —+ =sin| —+———|=sin| —+——+27 |=sin| —+
n n n n n n n n

(totéz pro kosinus). Pro k>n-1 tedy dostdvame tatdz cisla, proto sta¢i uvazovat
k=0,1..,n-1.
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Tedy: (Q/|a|(cosa+isina))@ :W{cos(g+2k—”j+isin(g+2k—ﬂﬂ; k=0,1,.,n—-1
n n

n n

n -t4& komplexni odmocnina mé tedy » hodnot. Absolutni hodnoty komplexnich odmocnin
o e . . e, 2T .
z téhoz komplexniho ¢isla jsou si tedy rovny a amplitudy se postupné lisi o —. Je-li n =2,
n
jsou komplexnimui odmocninami dvé opacnd komplexni ¢isla, pro n>2 tvofi obrazy
odmocnin v Gauusové roviné vrcholy pravidelného n-uhelnika vepsaného do kruznice

o poloméru (/m .

3. Priklad: Resme rovnici x* = —1 v mnoziné C.

ReSeni:

x=(4 —I)C =(‘\‘/1~(c057r+isin7z))(C = x=cos(%+2]fTﬂ)+isin[%+2lfTﬁj; k=0,1,2,3,

tedy:

X, = cos— +isin’ x \/5+\/§i l
1 4 4 1T, Ty fm |
;1 43 2\/5 2 2 * =_£+£f i x =£+£z’
X, = cos 2 +isin = X, = ——+—1i, ’ 22 R
4 2 2
Sx .. 5w V2 2,
X, =COs— +isin— X, = = ———1
4 4 2 2
T .. I« 2 2. -1 T po
X, =Cos— +isin— X, =—————1i
4 4 2 2
NereSené ulohy:
Preved'te na goniometricky tvar: %, =— ﬂ - ﬁ,— 4@ - %,—
2 2

1) a)i b)1-i ¢)-0,5-(1+iv/3)
Preved'te na algebraicky tvar:

2) 2) ——[ cosZ +isin 2% | b) 3-(cos136° +isin136") ¢) 4 cos =+ isin .
2 4 4 12 12

V oboru C feste rovnice
3) x* =i 4) x’ =-1 5) x*=7-24i 6) x°=64.
Vysledky

1) a) cosZ +isin b) V2 [ cos2Z +isinZ | ¢) cos i+ isin i 2) a) 0.5—0.5i
2 2 4 4 6 6

b) —2.157 +2.085i ¢) V6 ++2 +i (/6 —=~/2) 3) x, ‘/25 ‘/2— x2=—£—£i
1 3. 1 3

4 x,=-l;x,=—+—1i; X, =———05) x,=x4-3i
) 1 2 2 2 3 2 2 ) 1,2 ( )

6) X 55456 = 2|:COS (%Jr%[j + icos(%+k§ﬂ ; k=0,1,2,3,4,5.
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5.11 Konstrukce grafa funkei
Znalost prace s grafem funkce patii k zakladni vybavé budouciho strojniho inzenyra.

Uvazujme obecné funkci y = f(x), jejiz graf je sestrojen na pfipojeném obrazku (konkrétni
funk¢ni predpis v tuto chvili neni dalezity). V technickych aplikacich je tieba funkéni piedpis
casto modifikovat n¢kolika malo tipravami a sestrojovat grafy takto modifikovanych funkci.

K nejcastéj$im upravam patii:

‘ a) zména znaménka
; b) aplikace absolutni hodnoty
¢) pficteni konstanty

ﬁ \ d) nasobeni konstantou

- Vsechny tyto modifikace I1ze aplikovat

¥ =fx)- o) na funkci
_ B) na argument funkce

3

a) zména znaménka
o) u funkce y = f(x) > y =—f(x): ma za nasledek zaménu kladné a zaporné
poloosy y — graf funkce —f(x) je soumérny s grafem funkce f(x) podle osy x,
B) u argumentu funkce y = f(x) > y = f(—x): mé za nasledek zdménu kladné a zaporné
poloosy x — graf funkce f(—x) je soumérny s grafem funkce f(x) podle osy y,

b) aplikace absolutni hodnoty
o) na funkei y= f(x) > y= | f (x)| : ma za nasledek zménu znaménka zapornych
funkénich hodnot — v zapornych hodnotéach se graf funkce preklapi kolem osy x
B) na argument funkce y = f(x) = y = f(|x|) : ma za nasledek ,,ztratu” informace o
hodnotach ptivodni funkce v zadporné poloose x — graf je soumérny podle osy y,

4 4

y=1f)| y=flx])"
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¢) pricteni konstanty (posouvani grafu)
nahoru (ve sméru kladnych hodnot), pro ¢ <0 dolt (ve sméru zapornych hodnot),
B) k argumentu f(x) —> f(x+c): posouva graf po ose x ,,nesouhlasné“—pro ¢ <0
AT
= A = AW
‘ N
D \ | DO IRE
5 \5\/ . l ] -1 0 1 \/ 5 5 6 \ \ “‘ ‘ %
OLSKEN
y=fx)tc c<0 '
) ‘
PRI
\ TATIIISI AN
§\
d) nasobeni nenulovou konstantou (prodluZovani, resp. zkracovani grafu)
prodluzuje, pro ¢ <1 zkracuje,
B) argumentu f(x) —> f(c-x), ¢c>0:poose x ,,nesouhlasné“ —pro c >1

o) k funkci f(x) = f(x)+c: posouva graf po ose y ,,souhlasné“ —pro ¢ >0
doprava (ve sméru kladnych hodnot), pro ¢ > 0 doleva (ve sméru zapornych hodnot),
y=feyre e>0
% WIS AN X
Y /o V ‘V praSSis e A
f // N / -<—emm = flx+c) >0
= /
a) funkce f(x) > c- f(x), c>0: poose y ,souhlasné*“ —pro ¢ >1
zkracuje, pro ¢ <1 prodluzuje.

——

v

5 6§ P
4 \\\‘}:‘:‘:‘:ﬂ
4 0’2“!“;’&:“%

P




v

Priklady 1 — 6: V téchto ptikladech je silngjsi kiivkou sestrojen ,,zakladni* graf, slabsimi pak
grafy vzniklé aplikaci pravidel ptipojenych u pfislusného funkéniho predpisu

y=linee+3) t’ ~In(xi+3)
B+ b)a)z / OB+ b)ﬂ) ’ /

Rl

y=lx+3)|[ y=lnx y=Inx+3) || y=Inx

( 9P { [ on (

2

y=xt4-3 < p=Jx-3
inv+ea)+ e)p) ’ inv+oa)

4

@) +a) f)

Iy ap

y =sin;

i

i} 1 2 3 4 5 7

da) y=2sinx y=sm2x,/ dp)

(inv zde znaci pouziti grafu inverzni funkce).

Piiklad 7: Sestrojme graf funkce y = x* —2x-3.

Reseni: ,.Zakladni“ kiivkou bude parabola. Abychom mohli uplatnit vy$e uvedena pravidla,
doplnime funk¢ni predpis na Ctverec:

y=x"-2x-3
y=x'-2x+1-4
y=(x-1°-4
Nyni je ziejmé, Ze graf sestrojime pomoci paraboly y = x* aplikaci pravidel c) a);

¢) ).
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B 3

= s?
9p)

Poznamka: Dosadime-li do zadaného
funkéniho ptfedpisu y =0, dostaneme
rovnici x* —2x—3=0. Jestlize ji vyfesime,
ur¢ime body, ve kterych graf protind osu x:

2+4+12
x1,2 ==
2
Tento vysledek skutecné odpovida grafu
sestrojené¢ho vpravo nahofte.

=x =-1x,=3.

Priklad 8: Sestrojme graf funkce y = 2L
X

. 1 .
ReSeni: Graf funkce y=2— sestrojime
X

1 :
zgrafu y=—. Miulzeme pouzit pravidlo
X

1 1
d tj. =—=——: argument je
)B)Jy2x(2x) g ]
nasoben dvojkou a az poté pouzijeme
funkei ,,jedna lomeno...* = graf se dvakrat

zkrati ve sméru osy x. Je ovSem mozné

pouzit 1 pravidlo d) a) — y :L :l-l:
2x 2 x

nejdiive  pouzijeme  funkci  ,jedna

lomeno...“, poté nasleduje nasobeni

polovinou = graf se dvakrat zkrati ve
sméru osy y . Vysledek je v obou piipadech

stejny.
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Piiklad 9: Sestrojme grafy funkci y=2""; y = (%J sy =2-2% y=2""",
ReSeni: Graf funkce y =27 je soumérny s grafem funkce y =2 podle osy y — pravidlo a)

B). Funkce y = (%j je rovna funkci y =27, nebot’ jsou obé definovany pro kazdé¢ xe R

apro kazdé xeR je (%J =2"". Graf funkce y =2-2" vznikne dvojnadsobnym protazenim

grafu y =2 ve sméru osy y — viz pravidlo d) a); graf y =2"*' posunutim grafu y =2" po

ose x doleva — viz pravidlo c) B). Také funkce y =2-2%; y =2"" jsou si rovny.

Priklad 10: Sestrojme graf funkce y = e
X—

Reseni: V konstrukci podobnych grafi se
studenti dopoustéji velmi casto nasledujici
chyby: ,,Zakladnim® pfedpisem bude ziejmé ;
nepfimd umeérnost. Sestrojime graf funkce

1 . , — <
y=— a dvojndsobnym zkracenim ve sméru 1
X

osy x — pravidlo d) B) (viz. pf. 8) . Nésleduje
posunuti grafu ve sméru osy x o Ctyfi ===
jednotky doprava — pravidlo ¢) B). Vysledny
graf vidime na obrazku vpravo. Tento graf je
vSak chybny, jak se snadno presvédcime:
1

2x—4 \
definovéna, kdezto na naSem grafu funkc¢ni i
hodnotu snadno najdeme: y =-0.25. Naopak \

pro x=4 ma byt y=0.25, na nespravném

Pro x=2 neni  funkce y=

d)p)+c)p)

grafu vSak pro x=4 funk¢ni hodnota chybi.
Graf je zfejm¢ Spatn€ posunut ve sméru osy x. ,
Pravidlo c) P) je totiz nutno aplikovat vyhradné

na ,samostatné¢“ x (tj. x=1-x), kdezto my

jsme ¢tverku od¢itali od 2x. Proto je tieba pred =_—
posouvanim funkéni piedpis upravit:

11
2x—4 2(x-2)

y

a ve sméru osy x tedy posouvat nikoli o Ctyfi,
ale pouze o dv¢ jednotky.

Y hed i)

dx -7

X —

Priklad 11: Sestrojme graf funkce y = d)p)+c)p) m

I\
ReSeni: Funkéni predpis musime opét upravit, ,,zékladnim* pfedpisem bude opét nepiima
umérnost:
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Iy —4 pEIG+ c)a)
C4x-8 1 2

= + 7 ——
T4 2x—4 Y3 \
I
04 pE 10 ~
T s

S r——%1——__|n 1 2 3 1 5
1 1
+2=

1
2x-2) 2 x-2
111
20x=2) 2 x-2
sestrojili v pfedchozim piikladu. Tento graf je
tteba nyni posunout po ose y o dvé jednotky
nahoru.

_A4x-7
Y xa y=gl 42
_4x-8+1

y= +2

Graf funkce y= jsme y =%

——

Uziti kvadratické funkce pri FeSeni kvadratickych nerovnic: Vime, Zze grafem funkce
y=ax’+bx+c je parabola. Tohoto faktu lze pouzit pifi feSeni nerovnic tvaru

ax’ +bx + ¢ > 0 (popf. s jinymi typy nerovnosti).

12. Piiklad: Re$me kvadratickou nerovnici

acz +11x+24<0.

ReSeni: Urc¢ime nulové body kvadratického

trojClenu: protoze x2+11x+24
y=x"+11x+24=(x+8)(x+3),

jsou nulové body x, =-3;x,=-8 Grafem

funkce y=x’+11x+24 je parabola, ktera

protinA  osu x v nulovych bodech
kvadratického troj¢lenu. Z hlediska naseho
feSeni jsou pouze dvé moznosti, jak tato
parabola vypadd — vidime je na piipojeném
obrazku. Z téchto dvou moZnosti vybereme
jednu dosazenim libovolného nenulového
bodu. Napft. pro x =0 je
y(0)=0"+0-x+24=24>0,

grafem naseho trojclenu je tedy ,horni” parabola, kterd ma zaporné hodnoty v intervalu
(—8;—3). Znamena to, Ze prave tento interval je feSenim naSi nerovnice (srovnej s kpt. 4.6. pf.
4.).

5.12 Posloupnosti

Posloupnosti rozumime zobrazeni P:N —> R z mnoZiny vSech pfirozenych c¢isel do
mnoZziny vSech redlnych Cisel, tj. funkci, kterd pfirozenym ¢islim ptifazuje Cisla realna.

Priklady: Zobrazeni P, :n — — pfifazuje vSem piirozenym ¢islim s vyjimkou nuly jejich
n

¥ . , n vey . v 1y v . s ¥
pfevracenou hodnotu. Zobrazeni P, :n — ] piifazuje kazdému piirozenému Cislu kromé
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jednicky zlomek, jehoz ditatel je roven tomuto Cislu a jmenovatel je o jedniCku mensi.
Zobrazeni P, :n—>n’ ptifazuje kazdému piirozenému ¢&islu jeho tieti mocninu.

Tyto posloupnosti lze zapsat jako mnoZiny s ,naznaCenym vycCtem prvka®, tj. napft.

P, :{l;l;l;l;....}; P, ={0;2;3;2;
234

n
e,
n_lneNf{l}

Cislo, které piifazujeme cCislu n, nazyvame n-ty ¢len a zapisujeme napi. a, =

n

;....}; P3={0;1;8;27;64;....}, popt. strucéné {l} ;
n)y=

n—-1
Posloupnost raciondlnich ¢isel mize byt také zadana také rekurentné. Znamena to, ze je
znam prvni jeji ¢len a dale zpiisob, jak se z ¢lenu predchoziho ziska ¢len nasledujici.

Priklad: Urc¢eme nékolik prvnich ¢lend posloupnosti zadané rekurentné: a, =3;

VneN:aM:L.
2a,
ReSeni: Mame ¢, =3 ;
1 1 1 1 1 6 1 1 1
a2=—=—=—; a3:—:—:—:3;a4=—=—=—;_
2, 23 6 2, , 1 2 2a, 2-3 6
6

Jde o posloupnost P = {3;%;3;%;...; , §j. kazdy lichy €len je roven tiem, kazdy sudy pak jedné

Sesting.

Aritmeticka posloupnost: je kazdéa posloupnost, kterou lze urcit rekurentné vztahy
a=a;VneN:n>1=a, =a,+d,

kde a,d jsou dana &isla. Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Pro kazdé n>2 plati: a,=a,,,—d; a,=a,,+d. SeCtenim téchto rovnosti dostaneme

an—l + an+1

2a,=a, +a,,  tedy a, = . Kazdy clen aritmetické posloupnosti po¢inaje druhym

n+l >

je tedy aritmetickym primérem dvou sousednich c¢lenii — odtud ndzev aritmeticka
posloupnost.

Priklady: posloupnost vSech lichych ptirozenych ¢&isel je aritmetickd posloupnost, kde
a, =1; d=2. Posloupnost vSech sudych pfirozenych ¢isel je aritmeticka posloupnost, kde
a, =2; d=2. Posloupnost vSech pfirozenych ¢isel davajicich po vydéleni sedmi zbytek
Ctyfi je aritmetickd poslopnost, kde a, =4; d =7.

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost, kterou 1ze urcit rekurentné vztahy
a=a;VneN:n>0=a,,=q-a,,

kde a,q # 0 jsou dana ¢&isla. Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
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v 1z , a . , ¥ ,
Pro kazd¢é n>2 plati: a, =—21, a,=q-a,,. Vynasobenim téchto rovnosti
q

tedy|an|: . Absolutni hodnota kazdého ¢lenu

2 _
dostanemea; =a, ,-a,,,, a, 1|9

geometrické posloupnosti pocinaje druhym je tedy geometrickym priimérem absolutnich
hodnot dvou sousednich ¢lent — odtud nazev geometricka posloupnost.

Priklady: Posloupnost {2"}” je geometricka posloupnost, kdea, =2; ¢ =2. Posloupnost
1

{37"}"_, je geometricka posloupnost, kde a, = % 5 q= 3

Urceme n -ty ¢len aritmetické a geometrické posloupnosti:

aritmetickd posloupnost: Vime,ze VneN:n>1=a, 6 =a, +d (1)
plati tedy: a, =a, +d
a,=a,+d=(a +d)+d=a +2d
a,=a,+d=(a,+2d)+d =a, +3d
atd.
Vyslovme hypotézu, ze a, = a, + (n—1)d , a dokazme ji matematickou indukci.
Pro nejmensi n (v naSem piipadé n=2) vztah plati. Pfedpokladejme, Ze vztah plati pro
n=k,t. a, =a, +(k-1)d,adokaZzme, Ze pak platiipro n =k +1, tj plati a,,, = a, + kd :
Je-litedy a, =a, +(k—-1)d,je podle (1):
a,,=a,+d=[a,+(k-1)d|+d=a,+kd—-d+d=a, +kd.
Vime tedy, Ze hypotéza plati pro n =2 a dale pro kazdé k >1: jestlize hypotéza plati pro &,
plati i pro k£ +1. Podle principu matematické indukce tak hypotéza plati pro kazdé n >1, tj.
pro kazdé n>1 plati a, =a, +(n—1)d. Podobn¢ bychom ukdzali, ze pro n-ty clen
n—1

geometrické posloupnosti plati: a, =a,q" .

1. Priklad: Na konci roku pfipisuje spofitelna 5% z ¢astky na Uc¢tu. Na jakou ¢astku vzroste
vklad 1000,— K¢ po péti letech?

ReSeni: Na konci prvniho roku piipiSe spofitelna 5% z 1000,— K&, tj. 50,— K&, takze po
prvnim roce je na uctu 1050,— K¢. Po druhém roce ptipiSe 5% z castky 1050,— K¢  atd.
Céstky na uétu tvofi geometrickou posloupnost, kde @, = 1000K¢ ;¢ =1,05. Castka na Gétu

po péti letech tedy bude a, =a,-¢° =1000-1,05° =1 276K¢.

2. Priklad: Polocas rozpadu radia je pfiblizn€ 20 minut. Kolik nepfeménéného radia zbude ve
vzorku o hmotnosti 1 mg po dvou hodinach?

ReSeni: Polocas rozpadu je doba, za kterou se rozpadne polovina atomi ve vzorku. Ve vzorku
radia klesne pocet nerozpadenych atomti kazdych dvacet minut na polovinu. Tento d¢j je
popsan geometrickou posloupnosti, kde a, =1mg; ¢=0,5. Doba dvou hodin je Sestkrat

delsi, nez polo¢as rozpadu, hledame tedy sedmy ¢&len: a, =a,-q’ =0.5" 0,008 mg .

Ur¢eme soucet prvnich n ¢lend aritmetické a geometrické posloupnosti. Pro aritmetickou
poslopnost je:

s,=a,+a,+ta,+...+a,  +a,

n—1
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aj+a,=2a,+nd
s, =a,+(a,+d)+(a,+2d)+....+[a,+(n=2)d]+[a, +(n—1)d]
ay+a,_=2a,+nd

Je vidét, ze souCet prvniho a posledniho ¢lenu posloupnosti je roven souctu druhého

a pfedposledniho ¢lenu atd. Je-li celkovy pocet ¢lenli n, téchto souctd je g Je tedy

n v . v 7 y ,
s, = E(al + an) . Protoze a, = a, + (n—1)d , je mozné také psat

n(n—l)d

s,=5 (@ +a,)="[a +a,+ (1-1d] = [2a, + (1~ 1)d ] = na, +

3. Priklad: Prvni Clen aritmetické posloupnosti je a., = 6, soucet deseti ¢lentl pak s,, =195.
Urceme desaty ¢len q,, a diferenci d .
ReSeni:
S10 = %(al + alO)
S0 = 5a, +5ay,
S0 — 4, _195-5-6

G = D 4y = =3

a, :al+9a':>d:al°_al _33-6_
9 9

3

4. Piiklad: Spodni vrstva dvanacti vrstev srovnanych trubek obsahuje 120 kust trubek. Kolik
trubek je celkem na hromadé¢, obsahuje-li kazda nésledujici vrstva o jednu trubku méné?
Reseni: Jedna se o soucet dvanacti ¢lend aritmetické posloupnosti, kde a,=120; d =-1.Je
tedy

nn=1) ,_ 12,120+%.(_1):1440_%= 1440 - 66 = 1374

S, = ha, +

Pro soucet n Clent geometrické posloupnosti mame:
s, =a,+a,+a,+....+a,
s, =a,+aq+aq +...+aq" +aq"”’
s,=a,(l+q+q* +...+q"+q"")
1-¢
1-g
4 A+g+q*+....+q¢"+q"H1-¢q)

I-q
Roznasobenim se mizeme presveédCit o tom, ze vyraz v Citateli posledniho zlomku je roven
1-q",jetedy s, =aqa,- ll—q” .

sn:a1(1+q+q2+ ..... +q”‘2+q"_l)~

w7 W 7w . . I3 . . v 8
5. Priklad: Urceme prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, jestlize a, :—5;

32
S

ags =
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SR r, v _ 2 .
Reseni: Protoze a, = g°a,, je

8
_ % _ s 3_ 1
T=\a, ST T3

6. Priklad: Na konci roku pfipisuje spofitelna 5% z ¢astky na uctu, na ktery pravidelné rocné
gklédéme 1000,— K¢&. Jaka ¢astka bude na uc¢tu po uplynuti patého roku?

ReSeni: K tisicikoruné vloZené vroce vybéru piipiSe spofitelna 5%, tj. 50,— K¢. Z této
tisicikoruny tedy dostaneme 1000-1,05K¢. Z tisicikoruny vlozené rok ptedtim obdrzime
1000-1,05> atd. Castky ziskané z vkladd v jednotlivych letech tedy tvoii geometrickou
posloupnost, kde a, =1000-¢g=1000-1,05=1050; ¢g=1,05. Celkovou ¢astku dostaneme
jako soucet péti ¢lent této posloupnosti, tj.

5 5
s, =a, 29 1 050. .71
—¢ 1-1,05

~5 802K¢.

NereSené tlohy:

1) Urcete a,; n v aritmetické posloupnosti, jestlize a, =80; d =8; s, =416.

2) Urcete a,; q v geometrické posloupnosti, je-li a, +a, = ?; a,—a,+a; = %

3) Urcete teplotu v dole 1 015 m pod povrchem, vite-li, Ze v hloubce 25 m je teplota 9°C
a kazdych 33 m teplota stoupne o 1°C.

4) Po pruchodu sklenénou deskou ztraci svételny paprsek pétinu své energie. Kolik procent
puvodni energie mu zlstane po pruchodu péti takovymi deskami?

5) Predpokladejme, Ze jiz ve stiedovéku existovala banka, kterd pfijimala soucasnou ménu
a kterd funguje dodnes. Pti zalozeni Karlovy univerzity v r. 1348 ji jeji zakladatel Karel IV.
vénoval 1,--K¢&, kterou ulozil na tiiprocentni trok. Jakou ¢astku by univerzita inkasovala
vr.2000?

6) Podle staroperské legendy si vynalezce Sachové hry fekl o odménu ve formé pseni¢nych

zrn, a to tak, Ze za prvni policko Sachovnice chtél jedno zrnko, za druhé dve¢, za kazdé

nasledujici pak vzdy dvojnasobek. Tehdejsi persky kral Balhir udiven jeho skromnosti

ptikdzal zrna spocitat a pytlik pSenice pifinést. Kolik zrn by musel tento ,,pytlik* obsahovat?

Vysledky:

1) a, =-165n=132) a, = %;q =% 3) 39°C 4) asi 33% 5) 1.03°"°"* =23 4352995 K¢&
1 _ 264

6) s, =1 =18 446 744 073 709 551 615 zrn (nékolik desitek pln€¢ naloZenych

nakladnich vlakl pSenice)
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